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Resumo

O objetivo principal do presente artigo € investigar algumas caracteristicas cons-
trutivas dos fragmentos {—, A, L, V] e {—, A, L, 3} da logica cldssica de primeira
ordem.
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Abstract
The aim of the present paper is to investigate some contructive features of the
fragments {—, A, L, V}and {—, A, L, 3} of first oder classical logic.

Key-words: Classical logic . Fragments . Constructivism

I. Introducdo

No final da década de 20 e no inicio dos anos 30, varios resultados foram
obtidos sobre conexoes interessantes entre sistemas formais classicos e seus
correspondentes intuicionistas. Os teoremas de Glivenko [2] certamente ocu-
pam uma posicdo de destaque entre esses resultados:
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Glivenko 1: Se A é um teorema proposicional classico, entdo ——A é um
teorema proposicional intuicionista.

Glivenko 2: Se —A ¢é um teorema proposicional classico, entdo —A é um
teorema proposicional intuicionista.

Outras conexodes foram estabelecidas sob a forma de traducoes (ou inter-
pretacdes) de sistemas classicos para (em) sistemas intuicionistas, tais como as
traducoes (interpretacdes) propostas por Kolmogorov [4], Godel [3] e Gent-
zen [1], até hoje marcos importantes dessa familia de resultados. Como um
resultado preparatorio para a definicao de uma funcéo de interpretacao da
aritmética de Peano na aritmética de Heyting, Godel prova que o fragmento
{—, A} € incapaz de distinguir teoremas classicos de teoremas intuicionistas.
O argumento de Godel é bastante engenhoso. Primeiramente, Godel prova
que todo teorema classico no fragmento {—, A} possui uma forma canénica:

Lema: Se A é um teorema classico no fragmento {—, A}, entao existem
B,...,B,talque A=—B A... A=B_.
n 1 n
Com o auxilio desse lema Godel demonstra por indugao sobre a comple-
xidade de A que:

Teorema: Seja A € {—, A}. Se |-_A, entdo |- A.
Prova: Como pelo lema A tem a forma —|B1 AL /\—|Bn, 0 teorema
segue-se diretamente de Glivenko 2.

A moral curiosa embutida nesse resultado de Godel é que podemos fazer
l6gica proposicional classica sem usar logica classica!

Nosso objetivo com este pequeno artigo ¢é investigar algumas caracteristi-
cas construtivas dos fragmentos {—, A, L, V} e {—, A, L, 3} da logica classica
de primeira ordem. Obviamente, a idéia de fragmento diz respeito apenas a
uma restricdo de natureza linguistica, dado que, através de definicdes bem
conhecidas, ndo ha nenhuma perda do ponto de vista da logica.

II. Um pouco de teoria da prova

Recordaremos brevemente agora dois resultados importantes da teoria da
prova que serdo utilizados um pouco mais adiante.



Alguns Resultados sobre Fragmentos com Negacao da Logica Classica

Em 1965, Dag Prawitz [6] e Andrés Raggio [7] provam de modo indepen-
dente, pela primeira vez, o teorema de normalizacdo para a logica classica. A
estratégia de Prawitz pode ser descrita, em termos muito gerais, da seguinte
maneira:

1. Transformar toda derivacao Il no fragmento {—, A, =, L, V} em uma
derivacao IT tal que toda aplicacao do absurdo classico em IT possui conclu-
sa0 atomica.

2. Normalizar IT aplicando o procedimento de normalizacao para a logica
intuicionista.

Uma outra estratégia de normalizacao ndo tao conhecida, mas nem por
isso menos interessante, ¢ devida a Jonathan Seldin [8,9]. A estratégia de
Seldin pode ser descrita, em termos muito gerais, do seguinte modo:

1. Transformar toda derivacao IT no fragmento {—, A, v, =, 1, 3} em
uma derivacdo IT tal que IT' contenha no maximo uma aplicacdo da regra
do absurdo classico. Caso essa aplicacdo de fato ocorra, ela é a ultima regra
aplicada em IT.

2. Se IT é intuicionista, normalizar IT aplicando o procedimento de nor-
maliza¢do para a logica intuicionista; caso IT seja classico, normalizar a sub-
derivacao intuicionista determinada pela premissa (1) da tltima e tnica apli-
cacao do absurdo classico.

E interessante observar que os teoremas de Glivenko sio conseqiiéncias
triviais da estratégia de normalizacao de Seldin.

Ill. O fragmento {—, A, 1, V}

Como é bem sabido, o fragmento {—, A, L, V} é suficiente para distinguir a
logica de primeira ordem classica da logica de primeira ordem intuicionista.
Um exemplo interessante de um teorema classico no fragmento que nao é um
teorema intuicionista é a seguinte versao do silogismo disjuntivo:

—(Vx—(=P(x) A QX)) A Vx—Qx) A =VxP(x))
No entanto, podemos obter varios resultados interessantes sobre caracte-

risticas construtivas do fragmento {—, A, L, ¥}. Um desses resultados estabe-
lece que a negacio é construtivamente involutiva nesse fragmento.
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Teorema 1: Seja A € {—, A, L, V}. Se |- ——A, entdo |-, A.

Prova: Inducdo sobre a complexidade de A. O caso base é vacuo. Os ou-
tros casos seguem-se diretamente da hipotese indutiva e dos resultados:
@) {==B A O} |-, (==B A ==0)

(b) {(=—VxB} |-, Vx——B

(c) (———B} |- —B

Outro resultado interessante estabelece que a dupla negacdo pode ser
construtivamente externalizada com respeito ao quantificador universal.

Teorema 2: Seja A € {—, A, L, V}. Se |- Vx——A, entdo |- —=—VxA.
Prova: o resultado segue-se diretamente da involucao construtiva da ne-
gacao.

Vejamos agora um ultimo resultado sobre o fragmento {—, A, L, V};
Teorema: Seja A uma férmula em {—, A}. Entdo , |- = VXA => |- —VxA.
Prova:

(@) |- —VxA => |- Ix—A

(b) |-. Ix—A => —=3x—A |-, L (estratégia de normalizacao de Seldin).

(c) VXA |- —3Ix—A

(d) VXA |- L (em {—, A, V}, pela estratégia de normalizacao de Prawitz)
(d) |-, =VxA

IV. O fragmento {—, A, 1, 3}
O fragmento {—, A, L, 3} também é suficiente para distinguir a logica de pri-
meira ordem classica da logica de primeira ordem intuicionista. Um exemplo

interessante de um teorema classico nesse fragmento que nao ¢ um teorema
intuicionista € o seguinte:

Ix—(—P(x) A Ix(P(x))

Mesmo nao sendo construtivo, o fragmento {—, A, L, 3} possui varias
caracteristicas construtivas interessantes.

Teorema: Se |- —A, entdo |- —A.
Prova: diretamente da estratégia de normalizacdo de Seldin.
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Esse resultado pode ser lido como uma extensio de Glivenko 2 para a
logica de primeira ordem (ver [6]).

Teorema 3: Seja IxA uma sentenca em {—, A, L, 3} tal que A seja livre de
quantificadores. Se |- 3xA, entdo |- IxA.

Prova: |-. 3xA => |- = Vx—=A => |- =Vx—A => Vx-A |- L =>

Ix—Al- L= |- VXA = |- A= |- A=>]| 3xA

Teorema 4: Seja A uma sentenca no fragmento {—, A, L, 3} tal que ne-
nhum quantificador em A ocorre no escopo de outro quantificador. Nesse
caso, se |- A, entao |- A.

Prova: inducao sobe a complexidade de A.

Base: A é uma sentenca atomica. Trivial.

Passo indutivo:

(a) A é —B para algum B. O resultado ¢ uma consequéncia imediata de

Glivenko 2 para o {—, A, L, 3}.

(b) Aé (B AC). Diretamente da hipétese indutiva.

(¢) Ais IxB(x). Diretamente do teorema 1.

Uma leitura interessante desse resultado ¢ que para obtermos a logica
classica de primeira ordem, necessitamos de iteracdo de quantificadores!

V. Consideracgdes finais

(a) Os resultados de Gentzen e de Godel permitem uma leitura analoga
a que fizemos no final da introducio: podemos fazer aritmética classica sem
logica classica. De fato, podemos obter uma formulacao mais geral desse tipo
de resultado:

- Seja T uma teoria formulada em {—, A, =, L, V}. Se T é atomicamente
estavel (A<>——A, para A atdmico) e os axiomas nao logicos e as regras de T
nao embutem principios classicos, entao se |- A, entao |- A.

(b) O fragmento implicacional {—} ¢ particularmente interessante, pois ¢
suficiente para distinguir a logica proposicional classica da logica proposicio-
nal intuiconista; o exemplo usual de um teorema classico ndo demonstravel
intuicionisticamente é a formula de Peirce, (((A—>B)—>A)—A). O sistema de
deducéo natural definido pelas regras de introducao e eliminacao para a im-
plicacéo e a pela regra de Peirce

109



10

Luiz Carlos Pereira, Edward Hermann Hauesler e Maria da Paz Nunes de Medeiros

[(A—>B)]

|
A

A

satisfaz a estratégia de normalizacdao de Prawitz, mas nao a de Seldin. Seria
certamente interessante investigar traducdes/interpretacdes baseadas nesse
fragmento ou mesmo em outras extensdes sem negacdo desse fragmento.
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